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テーマ：平均値の定理と極限 
問題 

関数 ( )xf を ( ) ( ){ }121
2
1 --+= xexxf とする。ただし，eは自然対数の底である。 

(1) 
2
1

>x ならば ( )
2
10 <¢£ xf であることを示せ。 

(2) 0x を正の数とするとき，数列{ }nx ( ),1,0=n を， ( )nn xfx =+1 によって定める。 

   
2
1

0 >x であれば， 1lim =
¥®

nn
x であることを示せ。 

（2005 東京大学） 
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解 

(1) 

( ) ( ){ }121
2
1 --+= xexxf  

( ) ( ){ } ( ) ( )
2
1

2
12

2
11

2
1 121212 +÷

ø
ö

ç
è
æ +-=-×++=¢ ------ xxx exexexf  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )121212 122
2
1 ------ -=-×÷
ø
ö

ç
è
æ +-+-=¢¢ xxx exexexf  

よって，
2
1

>x における ( )xf ¢ の増減は次表のようになる。 

( )
( ) ­¯¢

+-¢¢

0
2
1

0

1
2
1

xf

xf

x 

 

また，
2
1

>x ならば， 

( ) ( )

( ) 0
2
1

2
1

2
1

2
1

2
1

12

12

>÷
ø
ö

ç
è
æ -=

þ
ý
ü

î
í
ì

+÷
ø
ö

ç
è
æ +--=¢-

--

--

x

x

ex

exxf

　　　　　

 

より， ( )
2
1

<¢ xf  

よって， ( )
2
10 <¢£ xf  
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(2) 

解法のストラテジー 

01lim =-
¥®

nn
x を示せばよい。 

(1)の
2
1

>x であれば ( )
2
10 <¢£ xf と ( ) 1<¢ xf であることから， 

平均値の定理を利用した無限等比数列による解法を発想する。 

つまり， 

( ) ( ) ( )cf
x

fxf

n

n ¢=
-
-

1
1

（ cは nx と 1 の間の実数）より，
( ) ( ) ( )cf
x

fxf

n

n ¢=
-
-

1
1

 

よって， ( ) ( ) ( ) 11 -¢=- nn xcffxf  

ここで， ( ) 1+= nn xxf ， ( ) 11 =f だから， 

( ) 111 -¢=-+ nn xcfx  

さらに，ここで， ( )
2
10 <¢£ xf がいえれば， 

0
2
11

2
11

2
11 1

2

1 ¾¾ ®¾÷
ø
ö

ç
è
æ<<-÷

ø
ö

ç
è
æ<-<- ¥®

-+
n

n

nnn xxx  となる。 

( )
2
10 <¢£ xf がいえるためには，

2
1

>nx を示さなければならない。 

解 

(1)より，
2
1

>x ならば ( ) 0³¢ xf ，すなわち ( )xf は単調に増加する。 

ⅰ） 1=n のとき 

2
1

0 >x ， ( )nn xfx =+1 より， 

( ) ( )
2
11

4
1

2
1

01 >+=÷
ø
ö

ç
è
æ³= efxfx  

ⅱ） kn = のとき，
2
1

>kx とすると， 

( ) ( )
2
11

4
1

2
1

1 >+=÷
ø
ö

ç
è
æ³=+ efxfx kk より， 

1+= kn のときも
2
1

1 >+kx が成り立つ。 

よって，ⅰ），ⅱ）より，
2
1

>nx が成り立つ。 
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1¹nx のとき， nx と 1 の間に任意の実数 cをとると， 

平均値の定理，
( ) ( ) ( )cf
x

fxf

n

n ¢=
-
-

1
1

 

が成り立つ。 

よって， 

( ) ( ) ( )cf
x

fxf

n

n ¢=
-
-

1
1

 

( ) ( ) ( ) 11 -¢=-\ nn xcffxf  

2
1

>nx より， ( )
2
10 <¢£ cf  

また， ( ) 1+= nn xxf ， ( ) 11 =f  

よって， 0
2
11

2
11

2
11 1

2

1 ¾¾ ®¾÷
ø
ö

ç
è
æ<<-÷

ø
ö

ç
è
æ<-<- ¥®

-+
n

n

nnn xxx   

よって， 1lim =
¥®

nn
x  

あるいは， 

nx と 1-nx の間に任意の実数 dをとると 

( ) ( ) ( )df
xx
xfxf

nn

nn ¢=
-
-

-

-

1

1  が成り立つ。 

2
1

>nx より， ( )
2
10 <¢£ df ， 

また， ( )nn xfx =+1 ， ( )1-= nn xfx  

よって， 

0
2
1

2
1

2
1

1232

2

11 ¾¾ ®¾-÷
ø
ö

ç
è
æ<<-÷

ø
ö

ç
è
æ<-<- ¥®

---+
n

n

nnnnnn xxxxxxxx   

よって，a を有限確定値とすると， a=
¥®

nn
xlim  

このとき， ( )nnnn
xfx

¥®
+

¥®
= limlim 1 より， ( )aa f=  

よって， ( ){ }121
2
1 --+= aaa e  

2
1

>nx より，
2
1

>a  

よって， ( ) 112 =-- ae  1=\a  
 

 


